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INTRODUCTION

Ce rapport présente le travail que j’ai réalisé en stage de mars a juillet 2019 a Avi-
gnon. Lors de ce stage, j’étais encadré par Edith Gabriel, Jérome Coville et Joél
Chadoeuf au sein du Laboratoire de Mathématiques d’Avignon (LMA) et de 'unité
de recherche “Biostatistique et processus spatiaux” de 'INRA (BioSP). Le sujet
du stage était ’estimation de l'intensité conditionnelle d’un processus ponctuel,
dans la continuité des résultats de Gabriel et al. [2].

La statistique spatiale et notamment la théorie des processus ponctuels est large-
ment utilisée pour modéliser des phénomenes réels. On a des exemples d’applications
dans différents domaines comme la cosmologie [6], I’écologie [4], I’épidémiologie [1],
la criminologie [9], etc. Concretement, la récolte de données peut-étre fastidieuse
ou cofliteuse en pratique ce qui ne permet pas toujours d’observer la zone d’intérét
dans sa totalité mais uniquement sur une zone restreinte. L’objectif est alors de
prédire l'intensité du processus ponctuel sur le reste du domaine d’intérét, condi-
tionnellement a sa réalisation dans la zone observée.

La méthode développée dans [2] utilise le BLUP (Best Linear Unbiased Predictor),
qui est un estimateur classique en géostatistique appelé estimateur de krigeage,
dans le cas d'un processus stationnaire. Pour calculer le BLUP, on assigne un
“poids” a chaque point observé dans la fenétre d’observation et on prend la somme
de ces poids comme estimation. Construire le BLUP revient a trouver la fonction
de poids qui donne donc le meilleur estimateur linéaire non-biaisé. Pour cela on va
d’abord déterminer la condition nécessaire pour avoir un estimateur sans biais, puis
utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour déterminer la fonction
de poids qui minimise la variance de notre estimateur (parmi les estimateurs sans
biais). La fonction de poids associée au BLUP est alors solution d’'une équation
intégrale de Fredholm. Il n’existe pas de formule analytique pour la résolution de
ces équations dans le cas général. La difficulté pratique est donc d’automatiser la
résolution de cette équation pour avoir une méthode applicable de maniere simple,
notamment par des non-spécialistes sur des données réelles.

Apres quelques notions de théorie des processus ponctuels, je présente 'essentiel
du travail réalisé durant mon stage. J’ai d’abord appliquer la démarche évoquée
précédemment au cas de processus marqués (marque continue et multitype). Puis,
j’al adapté la construction du BLUP pour utiliser des notions d’angles lors de
I’estimation. En pratique, on estime en mettant des poids sur I’ensemble des cou-
ples de points parmi les points observés. Pour chaque couple de points, on a un
angle formé avec le point ou on fait la prédiction ce qui permet de prendre compte
des alignements qui apparaissent naturellement sur des données réelles.



I-THEORIE DES PROCESSUS PONCTUELS

Toute cette partie s’inspire directement du bouquin de Chiu, Stoyan, Kendall et
Mecke [7]. On se restreint ici a des notions de base ou des notions qui seront
utilisés dans la suite du rapport. On peut se référer au livre pour un apercu plus
complet et détaillé de la théorie des processus ponctuels.

1 Définitions et notations

On donne dans cette section la définition formelle d’un processus ponctuel et le
vocabulaire de base utilisé dans la littérature.
1.1 Cadre général

Définition 1. Processus ponctuel sur R?

Un processus ponctuel sur R? est une variable aléatoire a valeurs dans un espace
mesurable [NN], ot N est la classe de toutes les suites ¢ de points de R?, et qui
vérifie les propriétés suivantes :

o la suite  est localement finie,
o la suite est simple, i.e. i # j = x; # ;.

La o-algebre N est la plus petite o-algebre sur N telle que la fonction ¢ — ¢(B)
est mesurable pour tout borélien borné B de R?, ot o(B) désigne le nombre de
points de  appartenant a B.

Définition 2. Ensemble de configuration
On appelle ensemble de configuration tout élément Y de la o-algébre N .

On notera P la mesure de probabilités sur [N,A] définie par le processus
ponctuel ¢.

Définition 3. Lois de dimension finie
Les lois de dimension finie sont les probabilités de la forme

]P’(QS(B:[) =nNi,... ,¢(Bk;) = nk)

ot By,...,By sont des boréliens et nq, ... ,n, des entiers positifs.



La loi de ¢ est entierement déterminée par la famille des lois de dimension finie
pour tout £ = 1,2,... On peut méme se contenter de la famille des probabilités
de vide (sur l’ensemble des compacts) pour caractériser un processus ponctuel.

Définition 4. Probabilités de vide
La probabilité de vide du borélien B est définie par

vp =P({p € N:p(B)=0}) =P(¢(B) =0).

Par définition, les notations suivantes sont équivalentes pour toute fonction
mesurable positive f,

E

Zf(:v)] = [ S t@Pao) = [ [ f@eta)Pae). ()

TED TEP

Définition 5. Stationnarité
On dit que ¢ est stationnaire si pour tout Y € N et x € R?,

PloeY) =P, €Y),
ot ¢, = {x, + x}. Autrement dit, ¢ et ¢, ont méme loi.

Définition 6. Isotropie
On dit que ¢ est isotrope si pour toute rotation r,

PlpeY)=PrpcY).

Si un processus est stationnaire et isotrope, on dit qu’il est invariant par dé-
placement (isométrie directe).

Définition 7. Mesure d’intensité

La mesure d’intensité A du processus ponctuel ¢ est la mesure positive définie par
A(B) = E[¢(B)], pour tout borélien B. De plus, si A est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesque vg, alors A = j—é: est appelé densité d’intensité de
¢ et on a donc

A(B) = /B Az)dz.

La mesure d’intensité permet de simplifier les calculs par rapport a (1) grice
au théoreme de Campbell.

Théoréme 1. Campbell (1909)
Soit un processus ponctuel ¢ et une fonction mesurable positive f. Alors, on a

E

Zf(x)} ~ [ f@)Ada).

TEP
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Définition 8. Mesures de moments
On définit la mesure de n-iéme moment ™ de ¢ par

Z f(l'l,...,l'n)] .

L1,y EQP
On a p™(By x --- x B,) =E[¢(B; x --- x By,)] et en particulier
u(B") = E[¢(B)"],

/Rnd fzy, .. a)p™(d(z, ... zn)) = E

d’ot le terme “mesure de n-iéme moment”. De méme on définit o™, la mesure
de moment factoriel d’ordre n, par

/f(ml, orn) ™ (d(2, . 2,)) = E

+
Z fla,... ,xn)]

T15eeyTn€P

#
ou Y. indique la somme prise sur tous les n-uplets de points distincts, i.e. on ne
prend pas en compte ceur avec deuxr membres égauxr ou plus. En particulier, on a

o (B") = E[¢p(B)(¢(B) — 1)...(¢(B) —n+1)],
d’ot le terme “moment factoriel d’ordre n”.

Définition 9. Densités produits
Si o™ est localement finie et absolument continue par rapport d la mesure de

Lebesque vy,q, on note o™ = ‘ff;—:: la densité produit d’ordre n telle que
#
E| > flz,....z0)| = / . ./f(xl, xn) o™ (L n)dy L dy,.
T1,..0sTp

On peut remarquer que si elle existe, la densité produit o™ est invariante par
permutation, i.e.

Q(n) (xla SR 7xn) = Q(n) (xo(l)a s 7xcr(n))
pour toute permutation o de {1,... n} et x1,...,7, € R
Définition 10. Fonctions de corrélation

La mesure o™ est toujours dominée par A®". Si de plus A est dominée par vy,
alors on définit g,, la fonction de corrélation d’ordre n, par

da(™

et telle que

o™ (d(xy,. .. x,)) = 0™ (21, ... xp)day ... dxy,
= gn(x1, ... xp)Nx1) . AN(xy)dy .. dy,.
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1.2 Cas stationnaire

Si on considere un processus ponctuel ¢ stationnaire, alors on peut adopter des
notations plus simples que dans le cas général. En particulier, 'invariance par
translation donne

(1, Tn) = gn(0,29 — 21, .. .,y — X7).

On peut donc toujours considérer que le point z; est I'origine. On note en pratique
g2(xo — x1). De plus, si ¢ est isotrope, seul la distance entre z; et zy importe
donc on rencontre trés souvent la notation go(r) pour les modeles invariants par
déplacement.

1.3 Processus marqué

Un processus ponctuel marqué sur R? est une suite aléatoire ¥ = {[z,;m,]} ol
I'ensemble des points x,, constitue un processus ponctuel dans R? et m,, est la
marque correspondant au point x,. On appellera “processus de terrain” (pour
ground process) le processus ponctuel ¢, = {z,}. Les marques m,, appartiennent
a un ensemble donné (espace des marques) M qu’on supposera étre un espace
Polonais. La tribu des boréliens de M est noté M. On redéfinit la translation et
la rotation d’un processus par rapport au cas non-marqué. Le processus translaté
de ¥ = {[x,,m,]} par z € R? est donné par

U, = {[z, +z,m,]}.

La translation agit uniquement sur le processus de terrain. De méme, la rotation
de W par r est définie par
rU = {[rx,,m,|}.

Définition 11. Intensité d’un processus ponctuel marqué
Pour B € B et L € M, on définit lintensité A par

A(B x L) =E[¥(B x L)],
ou V(B x L) = [xw%:ep I1g(z)lg(m).

On a aussi une version du théoreme de Campbell pour les processus marqués.

On a,

E Z f(z,m)

[x;m]ed

- / flzm)A(d(z,m)),

pour toute fonction mesurable positive f sur R% x M.
Pour L € M fixé, la mesure A(- x L) est absolument continue par rapport a la
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mesure d’intensité A, du processus de terrain. Par conséquent, on peut montrer
que
A(d(z,m)) = My (dm)Ay(dz),

ou M, est une loi de probabilité [M,M], qu’'on peut voir comme la distribution
des marques en x.

Parmi les cas les plus fréquents de processus marqués on retrouve les processus
multitypes, ou I'espace des marques est fini, et les processus a marque continue,
ou l'espace des marques est un intervalle de R. Les processus a marque continue
peuvent notamment étre utilisés pour modéliser des phénomenes spatio-temporels.
Il existe quelques notions spécifiques aux processus multitypes.

Considérons Ml = {1,...,M}. On peut alors interpréter le processus ¢ comme M
processus en interaction. On définit les fonctions de corrélation de paire croisées
de la maniere suivante. Soit

uﬁ),kQ(Bl X By) = E[¢p, (B1) b, (Ba)],

pour ki # ks. On sait que Mﬁf,@ est absolument continue par rapport a Ay, ® Ay,

donc il existe une fonction gy, x,, la dérivée de Radon-Nikodyn de u,(fl) k, Par rapport

a A, ® Ag,, telle que

M;(fl),kQ(Bl X By) = / Gk ko (T1,22) A, (1) A, (d).
BlXBQ

Si Ag, et Ay, sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue, on

a

E[pr, (B1) bk, (B2)] Z/ Gy oo (T1,02) Ay (21) Mgy (22) dv1 ds.

Bl>< 2
Par convention, on notera également g la fonction de corrélation de paire du
processus ¢y.

2 Modeéles

Un avantage de la méthode utilisée par Gabriel et al. et qu’elle ne nécessite pas
de spécifier de modeles. On va tout de méme en exposer quelques uns ici, qu’on
utilisera pour simuler des processus ponctuels et pour avoir plusieurs exemples en
téte.

2.1 Processus de Poisson

Un processus ponctuel de Poisson homogene ¢, d’intensité A, est caractérisé par
deux propriétés fondamentales.



» Le nombre de points contenu dans un borélien B suit une loi de Poisson (de
parametre Avg(B)), i.e.

m

P(¢p(B) =m) = %exp(—u) ou i = Avg(B).

o Larépartition des points est indépendante, i.e. si By, ... ,By sont des boréliens
disjoints, alors ¢(By), .. .,¢(By) sont des variables aléatoires indépendantes.

Un processus de Poisson homogene est stationnaire et isotrope. Cependant, le
modele est généralisable au cas inhomogene. Pour une mesure de Radon A, sans
atome sur R?, un processus de Poisson ¢ de mesure d’intensité A est un processus
ponctuel qui vérifie les propriétés suivantes.

e Le nombre de points contenu dans un borélien B suit une loi de Poisson, i.e.

Bo(B) =n) = " exp(-A(B)).

o La répartition des points est indépendante de la méme maniere que dans le
cas homogene.

On peut remarquer que la répartition indépendante des points donne ™ (B; x
- X B) = A(By) ... A(By) pour tout processus de Poisson, homogene et inho-
mogene. Par conséquent, on a go(z1,22) = 1 pour tout processus de Poisson.

2.2 Processus de Neyman-Scott

Un processus de Neyman-Scott est un processus “construit” en deux étapes. Un
premier processus ponctuel donne les “points parents”, puis les points parents
induisent la réalisation de processus ponctuels indépendants et de méme loi qui
donnent les “points enfants”. Chaque point parent donne naissance a un cluster.
Le processus de Neyman-Scott est ’ensemble des points enfants sans les points
parents.

 Les centres des clusters (appelés points parents) sont issus d’un processus de
Poisson homogene d’intensité A,,.

e Les points enfants d’un cluster représentatif Ny sont aléatoires en nombre et
répartis de maniere indépendante selon la méme loi de densité f(y) autour
de l'origine.

« Les points parents n’apparaissent pas dans le nuage de points observé, seule-
ment les points enfants.



Un tel processus est stationnaire, car le processus parent 1’est. Il a pour intensité

A= A\0G,
ol -
c= Z NPn,
n=0
et

pn =P (No(RY) =)
On note P la loi de ¢ et ¢y la loi (*de Palm’) du cluster Ny. Alors
P() = P x Co,

ou la loi de Palm c( est donnée par

S 1y(Ny— )|, VY € N.

€Ny

1
CO(Y) = E]E

Il existe énormément de modeles utilisés pour modéliser une grande variété de
phénomenes concrets. Il serait donc inutile de vouloir en faire une liste exhaus-
tive. Les exemples précédents permettent juste de mieux comprendre les processus
simulés pour réaliser des prédictions dans la suite.



II-ESTIMATION DE L’INTENSITE CONDITION-
NELLE POUR DES PROCESSUS MARQUES

La problématique qui nous intéresse est I'estimation de l'intensité d'un processus
en un point ou il n’a pas été observé conditionnellement a sa réalisation dans une
certaine fenétre observation. Plus formellement, on note

o W € B(R?) la fenétre d’observation,
e ¢ un processus ponctuel dans R?
« et v la mesure de Lebesgue sur R%.

Dans toute cette partie, on suppose que ¢ admet une fonction d’intensité A et une
fonction de corrélation de paire go, toutes les deux continues.

Dans [2]|, Gabriel et al. considérent un processus ¢ stationnaire et estiment son
intensité en un point xy € W conditionnellement a son observation sur W. Cette
quantité qu’on appelle “intensité conditionnelle” est définie par

E[6(B @«
Alzolow) = lim - V?B)OWW]

ou B est une surface élémentaire autour de 0. Pour cela, ils utilisent le BLUP qui
est de la forme suivante

Mzolow) = > w(w;z)

TE€ESW

ouxg &€ W et oy = ¢ NW. On veut alors que la fonction de poids w vérifie
une condition nécessaire et suffisante pour que ’estimateur )\ soit sans biais, et on
veut également que w minimise 'erreur quadratique de A parmi les estimateurs
linéaires sans biais.

Dans le cas stationnaire (Proposition 2.1 [2]), la fonction de poids w du BLUP
satisfait la condition [, w(z;xo)dr = 1 et vérifie 'équation intégrale

wiwizo) + [ wlyswo)h(w)dy = f(wsa0)

avec

k(zy) = A (9(36 —y)— V(;V) /W g9(x — y)dx>
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f(z;m) = V(lVV) + A (g(x —xg) — V(lVV) /W g(x — xo)dx> )

La fonction de poids w est donc uniquement définie de maniére implicite par cette
équation qui fait intervenir I'intensité A et la fonction de corrélation de paire g.
En pratique, il faut bien souvent estimer ces quantités. Il existe déja des fonc-
tions implémentées dans R qui permettent de calculer des estimateurs empiriques
et également d’inférer des modeéles paramétriques a partir d'un estimateur em-
pirique. On ne s’intéressera donc pas directement a ce point dans la suite et on
considérera que les différentes quantités relatives au processus observé sont con-
nues.

On peut également remarquer qu’il faut résoudre autant d’équations que de points
o auxquels on veut prédire 'intensité conditionnelle et on ne sait pas calculer en
temps raisonnable une solution exacte de cette équation. Il faut donc recourir a
des méthodes numériques de résolution approchée comme proposé dans [2]. Dans
mon cas, je n’ai utilisé uniquement la méthode des éléments finis pour obtenir la
fonction de poids de mon estimateur.

Dans la suite, les résultats importants sont mis en évidence tandis que le détail des
preuves et les différents calculs se trouvent en annexe. La démarche est toujours
la méme ; obtenir la condition pour avoir un estimateur sans biais, puis minimiser
I’erreur quadratique sous la contrainte de non-biais avec la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange et finalement résoudre de maniee approchée I’équation intégrale
obtenue avec la méthode des éléments finis.

Dans cette section on va appliquer cela dans le cas de processus ponctuels mar-
qués ¢ = {[z1,m1],[x2,ms], ...} dans R? x M. On considére d’abord des processus
a marque continue (Ml = R) et dans un second temps des processus multitypes
(M={1,2,...,M},M € N).

3 Processus a marque continue

On considére un processus marqué ¢ dont ’espace des marques est continue Ml =
R. Soit W un borélien borné de R%. On note ¢y = {[x,m] € ¢ : x € W} et on note
A, lintensité du “ground process” : le processus ponctuel ¢, = {z; : Im, [z,m] €
¢}. En pratique on appliquera la méthode sur des points observés donc on fait
I'hypothese naturelle Ay(W) > 0. De plus, on supposera que le processus marqué
admet une fonction d’intensité A\(x,m) et une fonction de corrélation de paire
g(x,m,y,n) toutes deux continues.
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3.1 Equation intégrale

Proposition 1. Pour xqg & W, le prédicteur

A(wo,mo|dw) = > w(wm; xg,mo)
[x,m]EPpw

est le BLUP de N xg,mo|dw) et la fonction de poids w est solution de I’équation

w(y>n7 x07m0)K($7m7y7n)dndy - f(a:,m, -IOamO)} =0

(2)

Awm) {uw(am; z0,mo) +
RxW

o
1
K(x,myn) = g(x,myn) — 7/)\(x,m)g(x,m,y,n)dmdx

Ag(W)

et
f )= A( >[ ( P
ZT,m;5 To,My) = Zo,Mo) | g\T,1M,To,Mo
Ay (W)

1
Ay(W)

/ A(z,m)g(xz,m,xo,mp)dmdz|.
RxW

La preuve se trouve en annexe en section A.1.

3.2 Résolution par la méthode des éléments finis

On ne peut appliquer la méthodes des éléments finis uniquement sur un domaine
borné or on considere jusqu’ici que I'espace des marques M = R ne l’est pas. En
pratique, on observe nécessairement des marques bornées si on se place sur un
domaine borné. Il faut donc se restreindre a un intervalle fermé pour les marques
afin d’appliquer la méthode des éléments finis. Autrement, c’est comme dans le
cas non-marqué.

On note V}, 'espace d’approximation qui est un sous-espace de dimension finie de
L*(W x M). On note N = dim(V}) et {¢;}i=1..n une base de Vj,. On projette les
différentes fonctions sur ’espace d’approximation :

N
w(x,m) R Z wi¢i(xam)
i=1

et
K(zma'm')~ > Kijjgi(xm)e;(a'm).

1<ij<N

On définit

12



e la matrice de masses par
M;; = AM1wxm@i9;),

e le vecteur des poids par
U= w

e et le vecteur I par
F :/ Az,m)o(x,m) f(z,m; xo,me)dxdm.
WxM

On a alors ’équation matricielle
M+ MKM)Q=F

qui donne
Q=M+ MKM)'F.

Le détail du calcul se trouve en section B.1. On peut remarquer que la matrice
M + M KM ne dépend pas du point (zg,mg) ot on fait la prédiction. On a donc
une seule matrice de cette forme a stocker en mémoire et a inverser (ce qui est
souvent limitant en temps et en mémoire). Une fois qu’on a prédit pour un point,
ce n’est pas embétant de le faire pour toute une zone de prédiction.

3.3 Discussion

L’aspect théorique du cas d’un processus ponctuel a marque continue est assez sim-
ple, assez semblable au cas stationnaire vu dans [2]. Cependant, c¢’est beaucoup
plus compliqué de visualiser les données pour un processus a marque continue. Par
conséquent, la représentation de la prédiction est tres compliquée de par la dimen-
sion des données. J’ai donc décider de ne pas inclure de figures ici, également faute
de temps. En revanche, ce cas permet de bien voir comment la méthode fonctionne
pour construire I'estimateur BLUP puisqu’on applique la méme procédure dans le
cas multitype et les différentes équations ont la méme forme que dans la cas d'une
marque continue.

Au dela de la représentation des résultats, le cas d’'une marque continue fait ap-
paraitre quelques difficultés spécifiques. Il faut notamment considérer un espace
des marques borné en pratique pour appliquer la méthode des éléments finis, donc
il faudrait se pencher sur la fagon de choisir I'espace des marques pour appliquer
la méthode avec des données réelles. De plus, on peut également s’intéressait a la
discrétisation de la fenétre de prédiction au niveau des marques.
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4 Processus multitype

Un processus multitype est un processus ponctuel marqué ou I'’ensemble des mar-
ques M est un ensemble fini. On note dans cette partie M = {1,... ,M}. Cela
revient au méme que de considérer M processus ponctuels non marqués.

Soit M processus ponctuels ¢y, . ..,¢y dans RY. Pour k&' € {1,...,M}, on sup-
pose que ¢ admet

e une fonction d’intensité )\, continue,
» une fonction de corrélation de paire g, continue,

On suppose également que ¢y et ¢pr admettent une fonction de corrélation de paire
croisée gy pour tous k& € {1,...,M}. Pour simplifier les notations, on notera

ke = Gk-
4.1 Equation intégrale

Pour k € {1,...,M}, soit W}, un borélien borné de R%. Pour chaque processus
¢k, on observe une réalisation de ce processus dans la fenétre W,. Comme dans le
cas précédent, on fait I'hypothese naturelle A,(W}) > 0,¥k. On estime 'intensité
conditionnelle de ¢y, au point zg & Wy,. Le BLUP de Ay, (wo|d1yy, ;- - :Pary,, ) €5t
défini par la proposition suivante.

Proposition 2. Pour xy & Wy,, le prédicteur

M
:\ko (xo‘glel? s 7¢MWM) = Z Z wk($;$0)

k=1 xE(]ﬁkwk

est le BLUP de Ay (To| @1y, s - - - \@ary,, )- La fonction de poids w(w,xo) est solution
du systeme d’équations

wofunte) 4 3 [ o) ey — Stz | =0k ()

k=1
ou
Ky (zy) = (gk,k’(x7y> - Ak(tvk) /Wk e (@) gre g (2,y) " — AI;L;EI:/IZ)> :
et
1
Ju(@;20) = Ak (20) (%,ko(%l’o) WA /Wk A () h ko (fﬁo)dI/) }7
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et vérifie la condition

Akl(lVVkl) [Ako (x0) /Wk1 )\k1(l')(gk:1,k0(l‘,$0) —1)dz n
B k,z_: /Wk X W Wi (") My (2) M () (G oo (2,27) — 1)dvda’

— /W wk1($)>\k1<$)d$1 = W l)\ko (x0) /Wk Ny () (Ghg ko (T,20) — 1)dx

2
M

_ Z / U}k/(x,))\k2 (I’)Ak/($,)<gk27k/({[7$,) — 1)d$d$,
Wi XWier

k'=1

_ W, Wi, (i[),))\]€2 (Qf)dﬂ?] s

pour tous ki,ky € {1,... ,M}.

La preuve se trouve en section A.2. On a ici un systeme de M équations
intégrales. Cela n’empéche pas d’utiliser la méthode des éléments finis pour en
obtenir une solution approchée.

4.2 Résolution par la méthode des éléments finis

Soit Vi,...,Vp les espaces d’approximation utilisés. Pour £ =1,... M, V, est un
sous-espace de dimension-finie de L*(W}). On note Ny, = dim(V}) et {¢i }biz1..N,
est une base de Vj. On projette les différentes fonctions qui apparaissent dans
I’équation sur les espaces Vj, correspondant. Pour k£ € {1,... M}, on définit :

o le vecteur Q) = (wy); par
Ny
wi(x) & ) wipdsn(r),
=1

« la matrice des masses (symétrique) My par

(Mp)ij = A(Tw, 0irdjic),

« la matrice £*¥ par
SR ke k!
Kip (2,y) ~ Z Z ’{if,igqbilk(x)gbizk’(y)y
i1=11ip=1



e le vecteur F}, par
(Fe= [ Mwl@)ou(a) fila: zo)da.

On obtient a partie de (3) les équations matricielles
M /
Mka + Z Mkl{k’k Mk’Qk’ = Fk,Vk € {1, . ,M}.
k'=1

On peut alors réécrire les M équations matricielles en une seule équation matricielle
en considérant des matrices par blocs, i.e.

AL xQ=F
avec
M1 +M1I€171M1 M1H1’2M2 MlliMM
M2/€2’1M1 M2 + M2H2’2M2 e MQKJQ’MMM
AL - . . . . 9

MM/{M’lMl MMI{M’ZMQ .. MM + MMK,M’MMM

Fl Ql
F=]: leeQ=] :

Fu Qur

Le calcul détaillé se trouve en section B.2.

4.3 Résultats sur données simulées

On a simulé un processus de Cox multitype dirigé par un processus booléen de
disques. En pratique,

« on simule 3 processus de Poisson inhomogenes ¢g;,¢ = 1,2,2 indépendants
d’intensités Ag;(x),i = 1,2,2,

« on simule un processus booléen de disques ¢p tel que les centres des disques
est un processus de Poisson homogene d’intensité A, et les disques ont un
rayon Ry,

 on réalise un thinning, les points de ¢g; qui se retrouvent a l'intérieur d’un
disque de ¢y sont retirés avec probabilité 1 — p;.
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On peut alors calculer les intensités et les fonctions de corrélations de paire (croisées
ou non) du processus de Cox multitype ainsi obtenu. Les intensités respectives des
processus finaux sont

i) = o(x) (€M™ 4 (1 — e MRy, i =1,2,3
et les fonctions de corrélation de paire sont données par

A+ B(pi+pa) + (1 = A= 2B)pips
(€72 4 (1 — e 2™ )py) (e M7 Fi 4 (1 — e~ M7 Fi)p )

gi,j(r) = 7i7j = 1a273

ot A = e M B = (1 —e MmR=s))e=NmRy ot S est la surface de I'union de
deux cercles de rayon R, de centres séparés d’une distance r, et s, est la surface
de l'intersection de deux cercles de rayon R, de centres séparés de r.

Les quantités S, et s, sont reliés par la formule S, = 27 R? — s, et elles sont données

par
5 — {QR,? [Cos_l (2LRI)> — (1 — 2%})) 2%})} r< 2R,
0 r > 2R,.

T

2R? {cos_1 <_2Tﬁ) + (1 — Q”?b) ;?b} r < 2Ry,
2mR? > 2Ry.
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Pour le graphique obtenu ci-dessous, on a pris la méme fonction d’intensité pour
les trois processus initialement qui est de la forme Mg ;(z) = A_L,y<a+ A 1utysa
ou A est le c¢oté du carré sur le graphique. Cette fonction d’intensité ne prend que
deux valeurs possibles, la plus grande sur la moitié inférieure gauche de la zone
d’observation (A_ > A, ).
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Pour la prédiction, on observe les trois processus dans la zone délimitée par le
carré extérieur et le carré noir intérieur en pointillé. De plus, on observe le proces-
sus vert et le processus rouge respectivement sur les moitiés droite et haute du carré
intérieur. On applique alors la méthode pour prédire I'intensité conditionnelle du
processus noir sur I’ensemble du carré intérieur.
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Méme si le résultat n’est pas extrémement convaincant, on peut tout de méme
observer que un des objectifs de la méthode est atteint. On arrive a tirer de
I'information & partir de 'observation des processus rouge et vert pour prédire
I'intensité conditionnelle du processus noir. C’est assez flagrant dans la partie
supérieure gauche du carré intérieure avec le groupe de points du processus rouge.
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IIT-CAS DIRECTIONNEL

L’estimateur BLUP est déterminé entierement par la fenétre d’observation W, la
fonction d’intensité A et la fonction de corrélation de paires go. L’estimateur n’est
pas performant pour des processus dirigés pas des fibres par exemple comme c’est
le cas sur le graphique ci-dessous.
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Le nuage de points ci-dessus a été obtenu a partir d’une simulation. On a d’abord
considéré un processus booléen de segments : les milieux des segments corre-
spondent a un processus de Poisson homogene et les directions des segments sont
indépendantes et identiquement distribuées selon une loi uniforme. Les segments
sont tous de méme longueur. Conditionnellement a ce processus de segments, on
considere des processus de Poisson homogene indépendants et identiquement dis-
tribués sur chaque segment. La figure ci-dessus est une réalisation du processus
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ponctuel ainsi défini.
On a alors un processus ponctuel stationnaire et on peut donc appliquer I'estimateur
de Gabriel et al. [2]. On obtient alors le résultat suivant.

F .. * B e .
‘ 4 — i .
. I~ » "' é ¢ . A '
., . = ik ! '_ !
.. 5.'
3 = .

On est capable en regardant le nuage de points de voir que les points sont répartis
le long de segments mais on voit aussi que 'estimateur ne le détecte pas et donne
donc une prédiction plutét médiocre qui tient uniquement compte de la densité
de points dans les différentes zones mais pas de leur alignement. En effet, on a
des poids qui ne dépendent uniquement du point xy ou on prédit et du point x
auquel on associe le poids w(z; zo) or on ne peut pas avoir de notion d’angle, donc
d’alignement, avec uniquement un couple de points.

5 Deéfinition du nouvel estimateur

Pour tenir compte d’interactions d’ordre supérieur a 2 pour “capter” les aligne-
ments qu’on peut voir ci-dessus par exemple, notre nouvel estimateur est de la
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forme

#
Mzolow) = Y wl@i,mx).
z1,22€EQW

Comme avant on veut obtenir le meilleur estimateur sans biais. Donc on déter-
mine la condition pour avoir un estimateur non biaisé et a nouveau on fait de
I'optimisation sous contrainte pour minimiser I'erreur quadratique de notre esti-
mateur. On notera I'estimateur BBUP dans la suite ( pour Best Bilinear Unbiased
Predictor).

5.1 Equation intégrale

On observe & nouveau un processus ¢ sur une fenétre W, borélien borné de R
Maintenant, on suppose de plus que ¢ admet des fonctions de corrélations d’ordre
3 et 4 continues. Autrement dit, on suppose que o® et a? sont absolument
continues respectivement par rapport a A®3 et A®* ou A est la mesure d’intensité
du processus, elle-méme absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur RY. On note g3 et g4 les densités

04(3)<d(951,«7527«753>> = 93(951,«752,953))\(55'1))\(5172))‘(953)@?1655526133'3
et
oW (d(21,29,73,74)) = ga(71,22,73,2)N1) N (@2) A(23) N (74)d1 dodT3ds,.

Ces quantités interviennent dans le calcul de 'erreur quadratique comme on le voit
dans la proposition suivante.

Proposition 3. Pour xo € W, le prédicteur

R #
AMzolodw) = Z w(w1,29; %)

T1,T2€EPW

est le BBUP de A(xo|ow). On définit
p(x1,22) = w(w1,22; o) + w(w2,21; To) (5)
et cette nouvelle fonction de poids p est solution de l’équation
) etz
+ /W Aws) (p(z1,23) + p(22,23)) K3(21,20,23)dxs (6)

+ /W2 )\(xs))\($4)p($37$4)K4(I1,I2,$3,I4)d$3d$4 - f(xl,xz; iUo) =0
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o

92@1@2)

WO(7) /W2 Ay (Y2) s (y1.y2.23)dy1dys,

K3(ac1,x2,x3) = 93(951,952,333) -

1 T1,T
K4($1,$2,$3,$4) = 5 <g4($17$27$37$4) - W /W2 A(y1)>\(y2)g4(y1,yg,ws,m)dyldyz) )
et

92(%@2)_92@1,@)

a@(W?2) a®(W?2)

f(x1,29;20) = A($0)<g3($1,$2,$0)+2 /W2 A(%)M%)Q:&(?Jl,y27xo)dy1dy2>-

En pratique on va résoudre I’équation pour obtenir p et non w. Finalement, cela

. / #

n’a pas d'importance puisqu'on a A(zglow) = X w(zr,@e;x0) =5 Y p(ag,mo)
z1,x2€PNW z1,x2€PNW

et donc toute fonction w qui vérifie (5) donne le BBUP. On prendra alors tout sim-

plement w(xq,z9;x0) = %p(:cl,:vg).

N[

5.2 Meéthode des éléments finis

Soit V}, un espace d’approximation, sous-espace de dimension finie de L*(TV). On
note N = dim(V}) and {¢;}i=1.. n une base de V3. On projette sur cette espace
différentes fonctions intervenant dans 1’équation. On définit

o la matrice P € (RV)®? telle que

p(l’l,l‘g) ~ Z ‘P7:1,7:2¢7;1(x1)¢7:2(‘r2)7

1<iy,i2<N
la matrice G € (RY)®? telle que

gr1,me) = Y Giyiyi (21) 05, (22) = G((65(21))1<j<n(05(22) 1<),

1<i1,i2<N

o le tenseur T € (RY)®3 tel que

K3($1a$2a$3) ~ Z E1,i2,i3¢i1 <x1)¢lz($2)¢ls(x3)

1<iy,d2,i3<N

= T((¢j(z1))1<j2n (05 (2) 1<j<n, (05 (3))1<5<n),
o le tenseur Q € (RY)®* tel que
Ky(21,29,23,24) ~ > Qir iz s ia Pir (1) Diy (22) iy (T3) Piy (€4)
1<y ,i2,i3,i4 <N

= Q(¢j(x1))1<j<n:(95(2) ) 1<j<n:(05(73) )1<i< N (@5 (74) )1<j< ),
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o la “matrice de masses d’ordre deux” M® ¢ (RV)®2 par
MY = ALwéigy),
o le “tenseur de masses d’ordre trois” M® € (RV)®3 par
M3 = MLwdid;6),
o et la “matrice source” F' € (RY)®2 par

i, = /W2 Mz 1) M @2)dr, (1) Pry (2) f (71,95 20 )d 1 ds.

Si on note alors AL € (RY)® le tenseur suivant

J1,l " gl 1 gty

3 2 2 2 2 2 2
+T(Ml( ) Ml( ) Mj(2)) + Q(M( ) Ml(l )’M( ) M( )))>i1,i2,j1,j27

1,177 2 Ji 0 Jz2 7

AL = (G(M) MP)) + T(MP M), M)

alors P est solution de I’équation tensorielle
AL X P=F,

o (AL X P)iy iy = X ALiy iy j1a Prjo-

J1,32

5.3 Remarques, problémes, ouvertures ...

Cette nouvelle méthode ne présente pas spécialement plus de difficultés que 'ancienne
d’un point de vue théorique. En revanche, c¢’est beaucoup plus compliqué en pra-
tique. En effet, on peut d’abord remarquer que pour un méme espace d’approximation
de dimension N, on doit stocker un tenseur de dimension N* pour le BBUP alors
qu’on reste en N2 pour le BLUP. Cela entraine donc une limite plus contraignante
en terme d’espace de stockage mais également en temps pour appliquer la méthode
dans un temps raisonnable. De plus, on a également besoin de renseigner les fonc-
tions de corrélations d’ordre 3 et 4. Il faut donc I'estimer lorsqu’on travaille sur
des données réelles, ce qui est bien plus difficile que pour I'intensité et la fonction
de corrélation de paire pour lesquels il existe des estimateurs bien définis et des
méthodes automatiques sur différents packages R pour calculer ces estimateurs.
En revanche pour I'estimation de g3 et g4, il existe trés peu de références dans la
littérature et aucune méthode déja implémentée sous R par exemple. Pour 'ordre
3, on peut essayer de se référer a [3] pour estimer g3 en pratique mais cela reste
encore plus compliqué pour 'ordre 4.
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CONCLUSION

L’objectif initial était d’étendre 1'approche développée par Gabriel et al.[2] dans
le cas d'un processus ponctuel stationnaire a d’autres cas. Je me suis d’abord
concentré sur les processus marqués avec le cas multitype et le cas d’une mar-
que continue. Puis je me suis intéressé a 'adaptation de I'estimateur pour tenir
compte d’interaction d’ordre 3 ce qui permettrait de travailler sur des aspects plus
directionnels, ce qu’on ne peut pas faire en se restreignant aux couples de points.
En section 3, on s’est intéressé au cas d’un processus a marque continue. Ce cas la
ne présente pas de difficultés particulieres d’un point de vue théorique par rapport
a ce qui est fait dans [2]. Cela devient plus compliqué en pratique, notamment
pour gérer 'approximation sur I’espace des marques mais je ne me suis pas attardé
sur cette problématique.

Un autre genre de processus ponctuels marqués est celui des processus dont I’'espace
des marques n’est pas continue mais discret, voir fini dans notre cas. On parle alors
de processus multitypes ou multivariés. Le cas multitype est un peu confus puisque
tout est répété en autant fois que le nombre de types. On a différentes fenétres
d’observation, différentes fonctions d’intensité, de corrélation de paire (croisée ou
non)et différentes fonctions de poids également. Néanmoins, on peut toujours
raisonner comme avant en appliquant la méthode des multiplicateurs de Lagrange
pour obtenir ici un systeme d’équations intégrales vérifiée par les fonctions de
poids de 'estimateur, et la méthode des éléments finis pour obtenir une solution
approchée du systeme d’équations obtenu. Les résultats obtenus sont plutot sat-
isfaisants et on peut voire clairement qu’on arrive a tirer de I'information a partir
des types qui ne sont pas celui qu’on cherche a prédire.

Finalement, dans la partie 5 on a adapté 'estimateur BLUP qui ne permet pas
de faire de prédiction correcte dans le cas de processus ponctuels portés par un
processus de fibres. C’est probablement la partie la plus intéressante car la plus
novatrice mais c’est aussi celle o on rencontre le plus de difficultés. Faute de
temps et suite a ces difficultés, je n’ai pas pu vraiment tester cette méthode en
pratique pendant de mon stage, pas méme sur des données simulées. En revanche,
cela a permis de se poser différentes questions et d’avoir des pistes de réflexion
également d’intérét pour les méthodes précédentes.

La premiere limite qu’on rencontre lorsqu’on souhaite appliquer le nouvel esti-
mateur est qu’on a besoin de connaitre les fonctions de corrélations d’ordre 3 et
4 (g3 et g4). En pratique, pour appliquer la méthode sur des données réelles il
faudrait estimer ces interactions. L’estimation de I'intensité et de la fonction de
corrélation de paire sont largement étudiées déja et des méthodes automatiques
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implémentées sous R existent. En revanche, je n’ai rien trouvé dans la littérature
pour une méthode simple ou déja implémentées sous un langage de programmation
pour l'estimation de g3 et g4. Ce "vide' dans la littérature souleve également la
question de savoir quelle qualité on peut espérer pour 'estimation des fonctions
de corrélation gs et g4 puisque, méme dans le cas ol on peut estimer les fonctions
A, 92,93 et g4 intervenant dans la définition de I’estimateur, on obtient pas en pra-
tique l'estimateur qu’on voulait. Premierement, on n’aura pas la bonne équation
intégrale puisqu’on aura estimer ces fonctions et dans un second temps, la fonction
de poids finalement obtenue est une solution approchée de cette méme équation
intégrale “approchée”. Il s’agirait donc d’étudier la sensibilité de I'estimateur par
rapport a la qualité de 'estimation des différentes fonctions et par rapport a la
qualité de 'approximation avec la méthode des éléments finis. On peut voir en
particulier pour cette derniére problématique que la question reste pertinente dans
le cas le plus simple d'un processus ponctuel stationnaire. Finalement, on a aussi
des problématiques “numériques” puisqu’on peut se demander ce qu’est un temps
raisonnable de calcul pour la méthode en pratique, sachant que cette question est
directement liée a la qualité de I'approximation voulue pour la méthode des élé-
ments finis qui est elle méme limitée par 1’espace mémoire disponible en machine.

References

[1] Viktor Benes, Karel Bodlak, Jesper Mgller, and Rasmus Waagepetersen. A

case study on point process modelling in disease mapping. Image Analysis €
Stereology, 24(3):159-168, 2011. 2

2] E. Gabriel, J. Coville, and J. Chadceuf. Estimating the intensity function
of spatial point processes outside the observation window. Spatial Statistics,
22:225 — 239, 2017. Spatio-temporal Statistical Methods in Environmental and
Biometrical Problems. 2, 10, 11, 13, 21, 25

[3] K H. Hanisch. Reduction of n-th moment measures and the special case of
the third moment measure of stationary and isotropic planar point processes.
Statistics: A Journal of Theoretical and Applied Statistics, 14:421-435, 01 1983.
24

[4] Richard Law, Janine Illian, David F. R. P. Burslem, Georg Gratzer, C. V. S.
Gunatilleke, and 1. A. U. N. Gunatilleke. Ecological information from spatial

patterns of plants: insights from point process theory. Journal of Ecology,
97(4):616-628, 2009. 2

[5] Tom&s Mrkvicka and Ilya Molchanov. Optimisation of linear unbiased intensity

26



estimators for point processes. Annals of the Institute of Statistical Mathemat-
ics, 57(1):71-81, Mar 2005. 44

Jerzy Neyman and Elizabeth L. Scott. Statistical approach to problems of
cosmology. Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Methodological),
20(1):1-29, 1958. 2

Dietrich Stoyan, Wilfrid S Kendall, and Joseph Mecke. Stochastic geometry
and its applications, 1986. 3

Eberhard Zeidler. Nonlinear functional analysis and its applications i. 1986.
46

Jiancang Zhuang and Jorge Mateu. A semiparametric spatiotemporal hawkes-
type point process model with periodic background for crime data. Journal of
the Royal Statistical Society: Series A (Statistics in Society), 182(3):919-942,
2019. 2

27



A Equations de Fredholm

La partie A regroupe les calculs qui permettent d’aboutir aux différentes équations
de Fredholm par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Dans chaque cas, on
admet l'existence d’une fonction de poids minimisant I'erreur quadratique parmi
les fonctions donnant un estimateur sans-biais.

A.1 Processus a marque continue

On consideére un processus ponctuel avec des marques continues sur R. On suppose
qu’on a
A(d(x,m)) = AMx,m)dmdzx

et une fonction de corrélation de paire g(z,m,y,n) continue. On note Ay(dz) =
A(dx x R). On fixe zy dans la fenétre de prédiction et une marque mg € R. On
considere 'estimateur

5\(:EOJ’/LOMSVV) = Z Wgg,mo (l‘,m)

[z,m]epnW
On notera juste w(z,m) dans la suite. On a

E [)\] = /RXW w(x,m)\(x,m)dmdzx

donc pour obtenir un estimateur sans biais il faut que la fonction de poids w vérifie
la condition suivante

/ w(z,m)Nx,m)dmdz = \(xg,myg). (7)
RxW
Par le calcul, on a
E [;\2} :/ w?(x,m)\(z,m)dmdx
RxW
+/2 2w(:z:,m)w(x',m’))\(x,m))\(a:’,m’)g(x,m,x’,m’)dmdm’dxdx'
R2xW

et

A~

E[AA] = A(zg,mp) /w(x,m))\(x,m)g(x,m,mo,mo)dmdx.
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On veut minimiser I'erreur quadratique de I'estimateur A ce qui revient a minimiser
la fonctionnelle

F(w) =E [?] = 2E[A)]
= /wQ(x,m))\($,m)dmd:E
- /w(a:,m)w(:17',m'))\(x,m)/\(27’,m')g(z,m,x',m')dmdm'dmdw’

- 2)\(x0,m0)/w(.r,m))\(x,m)g(x,m,xo,mo)dmdx.

On veut minimiser I'erreur quadratique sous la contrainte (7) donc on va appliquer
la méthode des multiplicateurs de Lagrange. On cherche un extremum de

T(w) = /wz(:ﬂ,m))\(a:,m)dmdx
+ /w(a:,m)w($',m’))\(x,m))\(x',m’)g(:E,m,x',m')dmdm’dxdx'
- 2/\(:p0,m0)/w(x,m)/\(x,m)g(a:,m,xo,mo)dmd:p

tu (/w(g;’m))\(x,m)dmdx - )\(1’077”0))

ou p est une constante telle que notre estimateur est sans biais. En notant o =
w + €, 0n a

T(a) =~ T(w) + 2/w(x,m)e(x,m))\(x,m)dmdx
+2 / w(z,m)e(@ m)Az,m)Ma’m)g(w,m,z’ m')dmdm'dedz’
— 2X\(wo,m0) / e(x,m)A(z,m) g (,m,z0,mo)dmds
+/L/6(:v,m))\(as,m)dmdx

=2 Mz m)e(z,m)h(x,m)dmdz
RxW

ou

h(x,m) = w(z,m) + w(x' m O m")g(x,m,a" m')dm'dx’
RxW

— Mzo,mp)g(x,m,xo,mg) + g
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Si w minimise 7', alors on a T'(«) = T'(w) + o(€*). Donc on cherche w tel que
)\(m,m){w(x,m) + /w(x”m/)A(x/’m/)g(x,m,x”m’)dm/daj/

— Mwo,mo)g(w,m,0,mo) + g} —0.

On integre pour obtenir la valeur de p
Axo,mo) + /2 ) w(z,m)Nx,m)w(x’,m A" m")g(x,m,x" ;m")dmdm’dxds’
R2xW
- /\(xo,mo)/ Axz,m)g(z,m,xq,mo)dmdz

RxW

+gA(W x R) = 0.

Comme A, (W) = A(W x R), on a alors I'équation

)\(x,m){w(:v,m) —1—/w(x’7m/))\(x’7m/)g(gg,m,x'7m/)dm/dm

- A(l’o,mo)g(w,m,l’o,mo)
1

+ Ag(W)A(xo,mo)/A(m,m)g(.r,m,xmmo)dmdx
- A

(zo,m0)

1

Ag(W)
1
A(W)

/ )\(x,m)w(a:',m’))\(x',m’)g(x,m,x’,m’)dmdm’dxdx'} = 0.
R2Zx W2

Finalement, la fonction de poids de notre estimateur est solution de 1’équation
intégrale

Az,m) {w(x,m) + w(y,n) K (z,m,y,n)dndy — f(x,m; xo,mg)} =0

RxW
ou 1
K(w,m,y,n) = g(x,m,y,n) - 7/)\(a:,m)g(a:,m,y,n)dmd$
Ag(W)
et

1 1
f(x,m;xg) = Axo,mo) [g(x,m,xo,mo) + A,0V) AV /RXW)x(x,m)g(x,m,xo,mo)dmd:c .
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A.2 Processus multitype

On considere M processus ponctuels ¢q,...,¢y observés respectivement sur les
fenétres d’observation Wi, ... Wy, On fixe kg € {1,... .M} et 2o & Wy,. Le
BLUP est sous la forme

M
Ako (I0|¢1W1, e ,¢MWM Z Z w(z,k; xo,ko).
k=1 2Ed),

Pour simplifier les notations, on notera juste
o A pour Ak, (zo|d1y, ;- - Prs,, )

« A@olgw) pour Ak, (zo|d1yy, s - - - Pany,, )

o et wi(z) pour w(w,k;xo,ko).

On a
. M
= Z/ wi () Mg (x)dx
k=1"Wk
et B[\, (zoldw,, - - - 0w, )] = Ao (o) done Iestimateur A est non-biaisé si et seule-
ment si

3 [, o) = ). 8

Par le calcul, on a

M

E[V] = > / () d

/ wk/( /))\k(aj)Ak’ ([[‘l)gkk/(l'7$/)d$d$/
WkXWk/

1<k,k'<M
et u
E [M(zoléw)] = Mg (@0) Y- | (@) he(@)gioe(wo.)da.

k=1"Wk

On veut minimiser I’erreur quadratique sous la contrainte d’avoir un estimateur
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non biaisé. Cela revient a minimiser la quantité

F(w) = E[N] = 2E[A(wolw) V)]

= Z/ wi (x) M\ (z)dw

/ (z)wpr (") Np (@) M (@) g g (2,2 ) ded !
WkXWk/

1<k, k'<M

— 2k, (70) Z_: /Wk W () M\ (2) G 1 (T0,7)dx

conditionnellement a (8). On applique la méthode des multiplicateurs de Lagrange,

on cherche alors & minimiser

= %/ wi () M\ (2)dx

/ ! A i / , /d d /
/WkXWk/ z)wis () A (@) A (@) g g (2,27 ) dvd

1<k k' <M

— 2k, (70) kz_: /Wk wi(2) M (2) gy 1 (T0,7) d:

+ o (i /Wk wi(@) A () dar — Ako(x0)> .

ol 11 est une constante telle que E[A] = Ay, (0). On pose @ = w+¢ (& voir comme

un vecteur, on peut faire composante par composante sinon), on a

=

T(a) =~ T(w) + 2 Z /Wk ex() A () [wk(x) — Mo (20) e ko (,20) +

- Z wi (2 ) A\ (z )gk,k/(x,:v’)dw’] dz.

Donc w réalise un minimum de 7 si pour tout k € {1,... ,M} et x € Wy, on a

=

() [wm) — o (20) g (520) +

M
+ Z / wk/(w'))\k/(:L")ghk/(x,x’)dx’] = 0.
k=1"Wr
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On obtient ensuite la valeur de p en intégrant, i.e

Wi,

Y Ne(2) A () g (2,2 dwda’
WkXWk/
A (W,
- )‘ko(%)/ Mo () G o (2,0 ) dav +- MM = 0.
ch 2
On a donc
o1

= Rl f, Mo

— /Wk wi () A (x)dx

M
Z / wk/(l’/)/\k(l'))\k/(I‘,)ghk/(l’,l‘/)dl’dl’/}
=1 Wi X Wit

pour tout k € {1,...,M}. On a donc une nouvelle condition sur les poids wy,

puisque p ne doit pas dépendre de k. En remplacant 4 par la valeur obtenue dans
(9) on retrouve

)\k(x){wk(ac) — )‘ko(x())gk,k()(I,l’o)
+ Z_: /w Wi (") A (@) g (,2") d’
_ Ak(lng)[/Wk wi ()M (2)dx — Mg, (20) /Wk Ne (%) Gy (0,0 ) daz

M

+ > / wi (2 )M (2) M (2) grepr (ac,x')d:vdac/]} =0.
k=1 Wi xWp

Finalement, le meilleur estimateur linéaire non-biaisé a des poids (wy(x))x qui
vérifient pour tout k € {1,... M}

Ak<x>.{wk<x>

1 Ly
/ A / / — 7/ )\ ! / ! d " d
- Z W, wi (y) A\ (y) <gk,k (z.y) Ar(We) S, k(@) ghpe () ) y}

A(Wh)
/ 1 / / /
= Me(@) e (20) (g (@0) = g7y o, Mk o) )
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et avec la condition

1
[)\ko(%)/ ey () Gy o (2,20 ) d
Wi

Apy(Wi,) '
M
- Z/ Wi (") Ny (@) M (@) gy g (2,27 ) dedx!
=1 Wiy XWis
1
= [ ontatalde| = s el [ M@ ()t
M
— Z/ Wi (") Ay (2) M (2) G o (2,2 ) dd!
=1 WkQXWk/
- / Wi, () Ak, (x)dx]
Wi,
pour tous ki,ky € {1,...,M}. On peut résumer I’équation par I’écriture suivante

)\k(x){wk(x)+lz_: /W / Wi (Y) e () K () dy— f (; xo)} =0,Vk{1,... M} Va € Wy,

avec

1

/ / / e
K&k/(%iU) = (.gk:,k’(xay> — m /W )\k(ZL’ )gk,k/<x ay>d17 — Ak](cl/‘l;]g)> )
k

et

fr(x;20) = Ao (20) (gkyko(x,xo) — Ak(lka) /Wk )\k<x/)gk7ko(l’/7[[‘0)dm/> }

A.3 “Cas directionnel”

On considére un processus ponctuel ¢ dans R? et W un borélien de R? qui corre-
spond a la fenétre d’observation de ¢ et on suppose que A(W) < co. On considere
les estimateurs de la forme

. #
Awolow) = > w(@r,x9;20), (10)

T1,22€EW

et on veut déterminer I’estimateur de cette forme qui minimise I’erreur quadratique
parmi les estimateurs sans biais. On fixe xg € W et pour simplifier les notations,
on écrira

o\ pour S\(xolgbw),
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o et w(zy,xs) pour w(wy,Ta;xg).

On peut remarquer que

<1 Z 1 Z
A= 5 S wEa)+ = Y w(za,a)
x1,T2€ z1,T2€EPW
1 b
=3 Z (w(z1,22) + w(wa,21)).
z1,T2€EPW

Pour une fonction w donnée, on définit p par p(zq,22) = w(xy,z9) + w(xe,z1) qui a
I’avantage d’étre symétrique.Le calcul ci-dessus montre qu’on cherche a déterminer
une fonction p qui peut étre obtenue a partir de différentes fonctions w.

On pourrait aussi décomposer w en la somme d’une fonction symétrique et une
fonction antisymétrique. La partie antisymétrique de w n’a alors aucune influence
sur A donc on veut juste estimer la partie symétrique de w qui est p (& un facteur
2 pres).

On va donc déterminer la fonction de poids p associée au meilleur estimateur sans
biais de la forme (10). On a

E[S\] = /W2 w(z1,22)N@1)A(22) g2 (21,22)dr1dTs
donc pour avoir un estimateur non-biaisé, la condition suivante est nécessaire
/W2 w(xy,x9) A1) N(22) go(21,22)dx1dre = A(T0). (11)
Pour calculer 'erreur quadratique de notre estimateur on calcule les quantités
E[N\] = / w?(21,22) N2 A(22) go (21,29 d  dy
+ / w(xy,xe)w(xe,x1)Nx1)A(22) g2 (21,22)dx1dTo
+ / w(zy,xe)w(xy,xs) N1 A(22) AN (23) g3 (21,22,23)dx1drodrs
+ / w(zy,T2)w(xs,xe) A1) A(22) A(23) g3(71,22,23)dr1dTodrs
+ 2/ w(zy,x2)w(xs,x1)A(21)A(22) A(23) 93(71,72,73)dT1dTodr3

+ / ZE17ZE2 1'3,1'4)/\(.171))\(ZE2))\(ZE3))\(ZL‘4)Q4(1’1,$2,$3,I4)d$1d$2dl’3d1’4

et
E[AAN] = A(zo) /W2 w(x1,x9) A1) N (22) g3(z0,21,29)dx1dTs.
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Minimiser 'erreur quadratique revient a minimiser la fonctionnelle suivante

Fw)=E [P] - 2E[5\/\]

/ $1;$2 )>\($2)92($1;$2)d$1d$2

+/ w(xy,z)w(xe,r1 )Nz

+ / .731,3:2 x17x3

A1) Az

+/ w(xy,x0)w(T3,22) A (1) A2

+ 2/ LCl SCQ $3,l’1))\($1))\(l’g))\(l’g)gg(iCl,iCQ,LCg)dl’ldl'zdl'g

)A($2)92($1,$2)d$1d$2
))\(‘x3>g3<ml7I27«r3)dx1d$2dx3

))‘(1:3>93(x1,$2,$3)dl’1dl’2dx3

+ / w(zy,xe)w(xs,xs )N 1) A(22) A 3)A(24) ga(T1,22,23,24)dr 1 drodr3dry

— 2X(z0) /W2 w(zy,x2) A1) N x2)g3(x0,21,29)dx1dTs.

On utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour minimiser F' condi-

tionnellement a (11). On note

T(w)=F(w)+p (/W2 w(xy,x9) A1) N(@2)go(21,22)dx1dTs — )\(ajo)>

ou /4 est une constante telle que notre estimateur soit sans biais. On note o = w+e€

et on a

T(a) — ~ 2/ w(xy,m0)€
+ 2/ w(xy,x0)€
+ 2/ w(xy,x9)€
+ 2/ w(xy,x0)€
+ 2/ w(xy,x0)€
+ 2/ w(xy,x0)€
+ 2/ w(xy,x9)€

l’l,Ig)/\(Il))\(LUQ)QQ(ZCl,SL’Q)dIldLUQ

€(zg,x1)A(z
(z1,23)A(z
(z3,22)A(z
(z3,21)A(z
(z2,23)A(x
)

£E3,£E4 )\(

1)A(22)g2(x1,22)dz 1 dy
DA(x2)A(x3)g3(21,22,23)dr1dTodTs
DA(x2)A(x3)g3(21,22,23)dr1 dTods
DA(x2)A(23) g3(21,22,23)dr1 drods
(
(

A
))\ $2))\(l’3>gg (331 ,$2,$3)dl’1dl’2dl’3
A

DA (@) A (@3)A(2a) 9a(21,29,25,24)dx1 drodrsda,

— 2)\(270) /W2 E(l’l,l’g))\($1))\($2)gg(l’0,l’1,[L’Q)d$1d$2

+ M/W2 e(x1,22) M@1)A(22) g2 (21,22)d2 1 ds.
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Soit

T(a) — T(w) ~ 2 /W2 e(x1,22)h(@1,22) M)A () dz 1 ds

ou

h(x1,22) = (w(z1,29) + w(T9,21))ga(T1,22)

+ / (w(z1,23) + w(ws,z2) + w(x3,21) + W(T2,23)) A (23)93(21,22,23)dx3

+/ w(xs,x4)AN(23)A(24)ga(21,22,23,24)dr3dy
— AM0)g3(z0,71,72)

+ %92(961,272)-

On peut réécrire h en utilisant p plutot que w pour les raisons évoquées plus tot.
On a

h(IhIQ) = p($1,$2)92($17$2 + /W (p(901,903) +p($2,$3)))\($3)g3($1,$2,$3)d$3
2 / p(x3,20)N(@3)N(24) ga(21,22,23,24)dx3dry

— Mxo)gs(xo,z1,22) + 592(%%2).

On en déduit que w est un extremum de 7T si et seulement si
Vay,xe € W, ANx1)A(22)h(z1,29) = 0.
On integre pour obtenir la valeur de p sachant(11) d’ou
0= /W2 Az A@2)h(21,22)dr des
= 2A(wo) + /W3 AMa1)A(@2) A(@s) (p(21,23) + p(22,23)) g3(21,22,25) w1 dzads
+ ;/Wz; MMz M x2) AM(z3)Mxg)p(21,22) 94 (21 ,29,23,24)dr 1 dodrsda,
- )\(350)/ @) A(22)gs(w1,22,00 ) drrds

,u/ $2 92(951,902)d$1d$2
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On a alors
h(z1,x9) = p(x1,29)ga(T1,22)

+/ p(x1,03) + p(r2,73))A(73)g3(71,20,73)d3

2 / 1’3,934 ))\(I4)g4($1,$2>$3>$4)d$3d$4

- )\(900)93<$0,$1,$2)

x1,T
B W/ 3 AMx)A2)M@3) (p(21,23) + p(2,73))g3(21,72,23)dw 1 drod3
1go(z1,2
222(;(1[/1/3;/ Az ) M@2) M((23) M 24)p(23,73) ga(21,22,73,24 ) dx1dTodT3d T4
Ax T1,%
- : 0()2?21(/1/12) 2 2_/W2 A1) A(2)g3(21,22,70)dr1d2o | .

Finalement, on a I’équation intégrale suivante

A1) A(2)

p(x1,22)g2(21,22) +/ (p(x1,23) + p(xe,23)) A (23)g3(T1,22,23)dxs
+/ ($37$4)K4<x1,xg,ﬁ:’g,x4)dl’3d$4

- f(xlny;xo)} =0

ou
1 1,2
K4<:U17:U27:U37:U4) :§g4($17$27$3)$4) - W /W2 )\(xl)A<$2)g4<x17w27$37x4)d$1d$2
2go (21,
B W /W A1) gs(21,23,24)d2y,
et
2go (21,
f(@1,22; w0) = A(z0) <gg($0,$1’$2) + W
92($1,x2)

@ (W2) / /\<$1))\(372)93(330,SC1,xz)dxlda:2> .

B Résolution par la méthode des éléments finis
Dans cette partie, on détaille les calculs pour appliquer la méthode de résolution

approchée des éléments finis aux équations obtenus dans la partie précédente. En
pratique, j’ai utilisé par la suite FreeFem++ pour faire des prédictions.
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B.1 Processus a marque continue

On rappelle qu’on veut résoudre une équation intégrale de la forme

Az,m) {w(x,m) + w(y,n) K (z,m,y,n)dndy — f(x,m; :L‘o,mo)} =0.

RxW

On note V;, I'espace d’approximation, sous-espace de dimension finie de L?(W xM).
On note N = dim(V},) sa dimension et {¢; };,—1._n une base de V},. On projette les
différentes fonctions sur ’espace d’approximation par

N
m) & Z wi¢i(x,m)
i=1

et
K(z,m,x’';m') ~ Z Ki jpi(x,m)g;(x’m').

1<i,j<N

Fixons [ € {1,...,N}. L’équation devient

N N
> wiM( Ly i) +sz > K p AMLw st i) A(Lw iy,
=1

1=1 1<51,52<N

= / Mz,m) gy (x,m) f(x,m; xg,mo)dzdm.
On définit la matrice de masses M par

M, ; = ALy xmi9;).

On a alors
(MQ), + (MKMQ), = F,

ou F; = / Mx,m) gy (z,m) f(x,m; xo,mo)dxdm. Cela est vrai pour tout | €
W xM
{1,...,N}. On a finalement I’équation matricielle

(M +MEM)Q=F

et il faut alors inverser (si possible) la matrice M + M KM pour obtenir §2. On
peut bien voir que 2 et F' dépendent de (zg,mo) mais pas M et K donc il n’y a
qu'une seule inversion de matrice a réaliser quelque soit le nombre de prédictions
a faire.
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B.2 Processus multitype

On rappelle I’équation (3) vérifiée par les poids (wy); de notre estimateur. Elle
est de la forme

Axk( {wk +Z wir () A ( )Kk,k'(lvy)dy—f(x;xo)} =0z € Wi,k € {1,...

k=17 Wi

Soit k € {1,...,M}. Soit Vi 'espace des fonctions de base associé a la fenétre Wi.
On note Ny = dim(V}) et {¢u }iz1.. N, est une base de V3. On définit :

.....

o le vecteur Q) = (wy); par

N
x) =Y wikdk(x)
=1

la matrice des masses (symétrique) M, par

(Mp)ij = MNe(Lw, Gir®ji)

o la matrice k¥ par
k: Nk:/
kk!
Kk k’ Z Z I{u 22¢11k ¢Z2k/( )
i1=110=1

o et le vecteur Fj, par
(Fr)i = /W k(@) due () fi (@5 o) dw.
k

On fixe [ € {1,...,N}. En intégrant contre ¢y, I'équation devient

M Ny
ZW]kAk Lw, $jkbu) + Z > wiw /W o e (@) i (2) Ao (W) i (y) Ko g () dedy
i1 WX Wi

—/ Ae(w ¢lk (I iUo)

soit
M Ny Ny Ny
(M) + Z > wiw > /1]1 N, Gk k) A (L, Gie Djorr) = (Fie)l.
=11=1 J1=1j2=1
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On peut écrire plus simplement

M
(Mk)loQk + Z (Mk>l.lik’k/Mk/Qk/ = (Fk)l.

k'=1

On a cette égalité pour tout [ € {1,...,Ni} donc on a 1’égalité matricielle

M
Mka + Z Mklik’k/Mk/Qk/ = Fk
k'=1

Finalement, on a M équations matricielles de cette forme pour M matrices in-

connues €2y,...,23,. On peut réécrire les M équations matricielles en une seule
équation matricielle en considérant des matrices par blocs, i.e.

Diag(M )2 + Diag(M )xDiag(M )2 = F,

ou

Diag(M)=| : 1 . 1 € (RMTTE

c (RN1+---+NM>®2

)

0= : € RN+ N
Qs
F
F=| € RN+
Fu

On peut finalement obtenir les fonctions de poids par

QO=AL'F
ou
M1 —f-Mllil’lMl M1K1’2M2 Mll{MM
M2H2’1M1 M2 + M2H2’2M2 . MQKZ’MMM
AL = , : . :
MMKZM’lMl MMHM’2M2 .. MM + MMKVM’MMM
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On rappelle qu’on a également la condition suivante

1
m [)\ko (o) /Wk Ay () (Gy ko (2,20) — 1)d

‘1

M
_ Z / Wy ({E/)Akl (J,’)Ak/(ftl)(gkhk/(l"x/) — 1)dl‘d{[‘/
=1 Wiy XWhr
1
— | wg, (), (2)dx| = —F— |\ x/ Mo () (Gieg ko (2,20) — 1)dx
@] = i o) [ Ml - 1)
M
-y / Wi (") My (2) A () (Greg o (2,2") — 1) dd’
=1 Wk2><Wk/
-, ot o
Wi,
pour tous ky,ky € {1,...,M}. Malheureusement, cette condition est resté inutilisée

en pratique.

B.3 Nouvel estimateur

On rappelle I’équation qui est sous la forme
A(@1)A(z2) [p($17$2)92($1,$2) + /W (p(21,23) + p(@2,23))N(73)g3(1,72,23)dx3
+ /W2 M) Mxg)p(xs,xa) Ky(21,22,23,24)drsdry
— f(l‘l,IQ;ZB()):| =0.
Soit Vj, l'espace d’approximation, sous-espace de dimension finie de L?(W). On

note N = dim(V},) et {¢; }i=1...n une base de V},.
On écrit I'approximation

.....

des poids
p(l‘l,l‘g) ~ Z Pi1,i2¢i1(x1)¢i2($2)7

1<i1,i2<N

de la fonctions de corrélation de paire

ga(1,m) = Y Diy iy (21) iy (2),

1<iy,i2<N

de la fonction de corrélation d’ordre 3

g3, m2,23) = D Ti iy ®iy (1) Giy (T2) iy (3),

1<iy,d2,i3<N
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et du noyau

Ky(71,29,73,54) & Yo Qiviisia®ir (21) 04y (22) Gy (23) i, (24).

1<y i2,i3,i4 <N

On fixe l1,ly € {1,...,N}. En intégrant contre ¢, (1), (x2), 'équation devient

Z PJI J2DZ1 22A(1W¢j1¢l1¢i1)A(1W¢j2¢l2¢i2)

1<iy,i2,51,J2 <N

+ > P; i Ty g is AL &1, 05y iy )N (L iy iy ) ALy 0, b5, )

1<y ,i2,i3,51,j2<N

+ Z F)J'17j2ﬂ17i2,i3A<ﬂW¢ll¢i1)A(ﬂW¢l2¢j1¢i2)A<ﬂW¢jQ¢is)

1<i1,82,13,51,J2<N

+ Z le,j2Qi17i2,i3,i4A(]1W¢l1¢i1)A(1W¢12¢i2)A(1W¢i3¢j1)A(1W¢i4¢j2)

1<41,82,i3,14,J1,J2 <N
N / M2) iy (21) dr, (22) f (21,225 2o )dz1dws.

On définit les “matrices de masses”

M2 = Awoid;),
et

M, = MLw i n).
On définit également la matrice F' par

i, = /W2 Mx)A(2) o, (21) Py (22) f (21,225 T0)dw 1 ds.

On peut remarquer que tous les tenseurs définis précédemment sont symétriques,
i.e. ils ont la méme valeur lorsqu’on permute les indices. On peut finalement
réécrire

3 3
E1,l2 = Z le,thl,le( ) M( )‘

1,101 7 a2, 52,02
1<in,i2,51,J2<N

2)
+ Z P]l:]2ﬂ1712,13Ml1,11,]1 Mlg 'LQM

13,52
1<i1,i2,i3,51,J2<N

(2) (3) (2)
+ Z leyjoilviz,iBMh,h M12731,l2 Mis,jz
1<i1,82,13,51,J2<N

(2) (2) (2) (2)
+ > Py o Qi inisia Mo My i, My 5 M5
1<4y,12,i3,%4,71,J2 <N
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En définissant les bonnes notations, on obtient

Fll,l2 = Z D(M M )le,h

1<]1,]2<N
3 2 2
+ Z T<Ml(1,}17Ml(2)7MJ(2))P]'1,J'2
1<51,52<N
2 3 2
+ Z T<Ml(1 )’MJ(17)12’MJ(2))PJ'1J2
1<j1,j2<N
2 2
+ Z Q( 11 7 12 7M_](1)7M( ))Pjhjz'
1<]17]2<N

On note L = (Iy,l5) et J = (j1,j2). Toujours avec les bonnes notations, on a

(D (M), M2) + T (M7 MP MDY+ 1 (MP M, M)

Ji,l " gl ly,j10°" 2 > Iy » 1,027

+Q (MP M2 M MP)) P =Fy.

J1 7 g2 0

Cela reste valable pour tout L donc avec

l1,j12% "l > lr 7 g1,l20 J1 0t ot g2

A= (D (My(i)lpM](g )l2)+T (M(3) M(Q) M(Q))—l—T (M(Q) M(3) M(Q)) Q <M(2) M@) M( ) M(2)) )LJ’

on a

Ax P=F.

C Equivalence

Dans la partie A, on admettait I'existence d'une fonction de poids minimisant
I'erreur quadratique sous la contrainte de non-biais puis on déterminait quelle
équation vérifiait cette fonction de poids, si elle existe. Or, en pratique on va
directement résoudre 1’équation intégrale mais il est possible que cela donne une
autre fonction de poids qui ne donne pas le BLUP. En s’inspirant de ce qui est fait
par Mrkvicka et Molchanov [5], on prouve que si I’équation intégrale admet une
solution alors ¢’est un minimm global sur ’ensemble d’intérét et réciproquement.
On ne présente ici que le cas d’un processus a marque continue mais on peut suivre
la méme démarche pour obtenir le méme résultat dans les autres cas.

On rappelle qu’on observe un processus a marque continue sur une fenétre W
(borélien de mesure finie). Par hypothése on a

04(2) (d($1,m1,$2,m2)) = )\(551,ml)>\($2,W2)92($17m17l’2,m2)dw1dm1d$2dm2
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avec go continues. On note
L*(W x RB(W x R),A) = {w € BW x R) : A(w?) < oo}
et pour w € L3 (W x R,B(IW x R),A) on note
R #
Moo= >, wlxm)
[x,m]edw

pour zg,mg fixé. On définit la fonctionnelle Jy par

Jo(w) =B [(Ay = Mzolow)?| — EA(zoléw)?] = —E [Maolow)?] . (12)
On a

Jo(w) =B [A2] = 2E [AuA(zo|gw)]

= 2 A dzd
g (x,m)\(x,m)dzdm

+ w(z,m)w(yn)A(z,m)A(y,n)g(z,m,yn)drdmdydn
W2 xR2

—2@omo) [ wlam)Aam)g(am.zomo)dadm

xR

= By(w) + Ly(w),

ou By, = E P\fv] et Ly = —2 P\w/\(xokbw)} sont respectivement la partie bil-
inéaire et la partie linéaire de J,. On note alors

Fy={we LX(W xR) : [By(w)| < 00 et | Ly(w)| < oo}

De plus, on définit

Gy = {w e F,:E P\“’] = /WXRw(:U,m))\(x,m)dxdm = )\(xo,mo)}

w(x,m)A(z,m)drdm = 0} .

WxR

’H¢:{w€f¢:

Minimiser E {(;\w - /\(x0|gzﬁw))2} revient & minimiser J,(w). On remarque que
By est une forme bilinéaire définie positive, donc B, est convexe sur Fy et Ly
est linéaire donc également convexe. Finalement, Jy est convexe sur F, et J,
est minorée par (12). On sait alors que tout minimum local de J, sur Fy est un
minimim global.
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Lemme 1. La dérivée directionnelle 6J4(w,v) de Jy(w) en w € F, et dans la
direction v existe, est finie et est donnée par

dJp(w,v) =2 w(z,m)v(z,m)A(x,m)dxdm
W xR

+2 v(x,m)w(y,n)A(z,m)A(y,n)g(z,m,yn)drdmdydn
W2 xR2

- 2)\(1’0)/ v(x,m)A(x,m)g(xe,me,z,m)dxdm.
W xR
La définition de dérivée directionnelle (voir [8]) donne
0
dJg(w,v) = &J(ﬁ(w + €v)]e=o

=2E

w(a:,m)v(y,n)]

[zvm]f[yvn]ed)w
- 2)\(91:0)/ v(x,m)Nx,m)g(xe,mo,x,m)dzdm
W xR
=2(E [AA] —E A1)
il reste a prouver que cette quantité est finie. Pour w,v € Fy4, on a

~

J16awa < (B[R] 2 [3]) "+ [3.]

= (By(w) Bo(0) " + 5 |Lo(0)] < oo.

Théoreme 2. Jy(w), w € Gy, est minimal pour w = Wy, St et seulement si

)\(ZL’,T)’Z) {wmin ('T’m) + Wmin (yan)/\(y7n)g(x7m7y7n)dydn
WxR

— Mz)g(xo,mo,x,m) — C’} =0

pour presque tout x € W, ou C' est une constante telle que [y g w(x,m)Nx,m)dzdm =
A(zo,m0).

Il faut montrer que Jy(w) atteint son minimum sur G; en W = Wy si et
seulement si 0.J,(wWmin,v) = 0 pour tout v € Hy. On prouve cela par analyse-
synthese.

Analyse.
Soit Ay C W xR un borélien tel que A(A;) = A(W xR)/2 = Ay (W)/2. On définit
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également A_ = W x R\A;. On fixe v € Hy définie par v(z,m) = 14, (x,m) —
14 (z,m) On a alors,

1
0= §5J¢(wmin,v) :/ AMz,m)Win (z,m)dxdm — /A AMz,m)win (z,m)dxdm

Ay

[ ] M@ )N (yn)g(@m.y.n)dydndadm
A+ W xR

_ )\ min ) )\ s , Y, d d d d
/A, /WXR (x,m)wmin(z,m)N(y,n)g(z,m,y,n)dydndrdm

— A(zo) [/A Az,m)g(xg,mo,x,m)dxdm — ’ Az,m)g(xo,mo,z,m)dxdm
N _

= A(z,m)h(z,m)dxdm — /A, Az,m)h(z,m)dxdm

Ay

ou

h(x,m) = wmin($7m) + wmin(x,m))\(y,n)g(:p,m,y,n)dydn
W xR

— Mzo)g(xo,mo,2,m).

L’égalité reste vraie pour tout borélien A, tel que A(A;) = A(W x R)/2 et donc
il existe une constante C' tel que h(x,m) = C pour presque tout z,m € W x R par
rapport a la mesure A. Synthese.

On a pour v € Fy

dJp(w,v) =2 Az,m)h(z,m)v(x,m)dzdm.
WxR
Prenons w tel que pour presque tout z,m € W x R, h(xz,m) = C presque partout
par rapport a A, ou C est la constante obtenue dans la partie précédente (de
maniére unique). Alors on a

dJp(w,w) =2C Az,m)v(xz,m)dzdm = 0,
W xR

car v € Fy. Toutes les dérivées directionnelles de J, sont nulles en w st un
extremum de J,. La convexité de J, donne bien que w en est un minimiseur sur
G-

On obtient la valeur de C' en intégrant A(z,m)h(z,m) sur W x R, sachant
Jw «r Wmin(x,m)A(z,m)dxdm = A (xg,mp). On retrouve exactement 1'équation
obtenue en partie A avec la méthode des multiplicateurs de Largrange.
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D Existence minimiseur

On regarde uniquement le cas d’'un processus a marque continue. On suppose
comme précédemment que A(W x R) > 0. On définit la mesure positive § sur
W x R, muni de la tribu borélienne, par

BA) = ptP(AN (W xR)x AN (W xR))=E ( > ILA(x,m)>

[x,m]€pw
L’espace L*(3,W x R) est un espace de Banach sur R donc complet.

e On note E l'espace des variables aléatoires réelles qui possedent un moment
d’ordre 2 et qui sont mesurables par rapport a o(¢y ). On munit E du

produit scalaire
(y:|EXE — R
(X)Y) — E[XY]’

qui en fait un espace de Banach.
o On définit 'application linéaire F par

F:|2BW xR) — E
w — > w(xm) -
[z,m]€dw

F est une isométrie. On définit également 'application linéaire
e:|E — R
X — E[X]°

e On note
C = e ({\(zo,me)}) N F(LX(B,W x R)),

et

On peut vérifier que
e F est un espace préhilbertien réel,
o (' est un ensemble convexe par linéarité de L et de F,

e C est non vide (pour w = A(zg,mo)/A(W x R), F(w) € C),
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o et C est fermé car c’est 'intersection de deux fermés. En effet, e ({\(zg,m0)})
est un fermé en tant qu'image réciproque d’un fermé par une application con-
tinue. De plus, F est une application linéaire d'un espace L? vers un espace
L? donc F(L*(B,W x R)) est fermé.

Par le théoréme de projection sur un convexe fermé, il existe une (unique) ap-
plication Po de E dans C qui a une variable aléatoire X € E associe la variable
aléatoire Po(X) de C, tel que la distance de X a C' soit égale a celle de X a Po(X).
On pose Xy = Nxg,mp|dw) € E, alors la variable aléatoire Po(X,) est 'unique
point vérifiant

VY € C,||Xo — Po(Xo)| < [|Xo =Y
donc il existe w* € L*(8,W x R) tel que Po(Xy) = F(w*) et on a

Vv € Co.E [(Mzo,moldw) — F(w)?| < B |(AMzo,moléw) — F(v))?].
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